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12. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA II

Aufgabe 1. (1.5P+1P+1.5P)

Sei M ein endlich erzeugter Z-Modul. Wir betrachten wie in Ubungsblatt 10 V := Q ®z M als
Q-Vektorraum. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) Ist by,...,b, eine Basis von M frei von Rang n, dann ist 1 ® by,...,1®b, eine Basis von V.
b) Ist M = T(M) ein Torsionsmodul, dann ist V' = {0}.

¢) dim(V) = max{Rang(U) | U < M ist ein freier Untermodul}.

Aufgabe 2. (1P4+1P+42P)

Uber einem kommuativen Ring R seien die R-Moduln M, U, F' gegeben. Sei weiterhin

0 —— U —"+M-—T"T3F—0

eine kurze exakte Sequenz. Wir sagen, dass die kurze exakte Sequenz spaltet, wenn es einen R-
Modul-Homomorphismus s : F' — M mit 7o s = idp gibt.

a) Zeigen Sie, dass wenn F' frei ist, dann spaltet die kurze exakte Sequenz.
b) Zeigen Sie, dass wenn die kurze exakte Sequenz spaltet, dann gilt M = +(U) & s(F).

¢) Seinun R ein Hauptidealbereich und M frei und endlich erzeugt. Seien weiterhin my, ..., my €
M linear unabhéngig und U := (my, ..., my) ihr Erzeugnis. Zeigen Sie, dass sich mq, ..., my
genau dann zu einer Basis von M fortsetzen lassen, wenn M /U torsionsfrei ist.

Aufgabe 3. (4P)

Sei R ein Hauptidealbereich und M ein freier R-Modul von Rang n. Seien weiterhin mq,...,my € R
Erzeuger von M, d.h. es gilt M = (mq,...,mg).

a) Zeigen Sie, dass dann n < k gilt.

b) Sei nun n = k. Zeigen Sie, dass dann my, ..., my bereits eine Basis von M ist.
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Aufgabe 4. (4P)
Sei R ein Hauptidealbereich und M ein endlich erzeugter, freier Modul iiber R.
a) Zeigen Sie, dass jede aufsteigende Kette von Untermoduln
MyCM;C---CM
stationdr wird, d.h. es existiert ein N € N mit My = My fiir alle k£ € N.
b) Finden Sie ein Beispiel einer unendlichen, absteigenden Kette von Untermoduln
MDOM 2M 2D ...

die nicht stationér wird. Insbesondere gibt es echte Untermoduln U; C Us mit Rang(U;) =
Rang(Us).
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