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13. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA II

Aufgabe 1. (4P)

Geben Sie an, welche der folgenden Gruppen isomorph sind und geben Sie jeweils die maximale
Ordnung eines Elements an:

(i) Z/42Z x Z./36Z x 7.)2Z. (iv) Z/14Z x Z/6Z x L/6Z x L/3Z x L/2Z.
(i) Z/3024Z (V) Z)2ZxT)2LxT/3Tx LJAL X L/ TLx L] 9Z.
(iii) Z/16Z x Z/27Z x 7] 77 (vi) (Z/22)* x (Z/3Z)% x Z)7Z

Aufgabe 2. (2P+2P+2Bonuspunkte)
Sei K := F3 der Korper mit drei Elementen, R = K[X] und V = K*. Seien weiterhin die Matrizen
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gegeben und @4 : V — Vv — Av sowie &5 : V — V, v — Bv die zugehorigen Endomorphismen.

a) Wir betrachten V' mit der Multiplikation f(X) v := f(®4)(v) als R-Modul. Zerlegen Sie V
in eine direkte Summe von p-Torsionsmoduln. Kénnen wir V' als direkte Summe von nicht-
trivialen ® 4-invariante Untervektorrdume schreiben?

b) Zeigen Sie, dass A und B dhnlich zueinander sind.

¢) Geben Sie einen Basiswechsel ¥ : V' — V an, sodass 1p o &4 = &g o1 gilt.

Aufgabe 3. (4P)

Wir betrachten Z3 und den von den Vektoren
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erzeugten Untermodul U. Finden Sie eine Basis by, by, bs von Z3 und Zahlen d;, do, ds € Z, sodass
U = <d1b1, dabs, d3b3> gﬂt. Wie viele Elemente enthélt Z?’/U?

Das Ubungsblatt kann bis spiitestens Mittwoch den 19. 07. 2023 um 14 Uhr vor der Saaliibung
abgegeben werden. Sie kénnen das Ubungsblatt entweder direkt im CMS hochladen, im
Ubungskasten 47 im Keller des Horsaalgebiudes E 2.5 einwerfen oder zu Beginn der Saaliibung
abgeben. Schreiben Sie die Namen und Matrikelnummern aller Gruppenmitglieder sowie den
Namen Thres Tutors gut lesbar auf Thre Abgabe.



Aufgabe 4. (2P+2P+2Bonuspunkte)

Sei K ein Korper, R = K[X] der Polynomring, V' = K" und A € K"*" eine quadratische Matrix.
Wir betrachten V' mittels A als R-Modul mit der Multiplikation f(X) v := f(A4) - v und die
Abbildung
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f2(X) "
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fu(X)
wobei eq,...,e, € V die Standardbasis von K" bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass ¢ ein surjektiver R-Modul-Homomorphismus ist.

b) Wir betrachten K™ auf offensichtliche Weise als Teilmenge von R™. Damit ist ey, ..., e, auch
die Standardbasis von R™ als R-Modul. Zeigen Sie, dass

Kern(¢) = ({X -e; — Ae; | 1 < i <n})p—modul
gilt, d.h. der Kern von ¢ wird als R-Modul von den Vektoren (X - e; — Ae;) € R™ erzeugt.

c) Folgern Sie, dass zwei quadratische Matrizen A, B € K"*™ genau dann #hnlich zueinander
sind, wenn die Smith-Normalformen der Matrizen A := X-I,—Aund B := X-I,,— B € R"*"
iiber R gleich sind.

Das Ubungsblatt kann bis spiitestens Mittwoch den 19. 07. 2023 um 14 Uhr vor der Saaliibung
abgegeben werden. Sie kénnen das Ubungsblatt entweder direkt im CMS hochladen, im
Ubungskasten 47 im Keller des Horsaalgebiudes E 2.5 einwerfen oder zu Beginn der Saaliibung
abgeben. Schreiben Sie die Namen und Matrikelnummern aller Gruppenmitglieder sowie den
Namen Thres Tutors gut lesbar auf Thre Abgabe.



